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Re´sume´ :
On conside`re les e´coulements dans le contexte barocline, c’est a` dire soumis aux effets combine´s d’un
champ de vitesse moyen cisaille´ verticalement, d’une stratification verticale stable, et d’une rotation
d’ensemble, similaire a` certaines situations pre´sentes dans les e´coulements atmosphe´riques. Ces trois
me´canismes de distorsion re´sultent en une dynamique riche parame´tre´e par les nombres adimensionnels
de Richardson et de Rossby, et pour certaines valeurs desquels il apparaˆıt des instabilite´s symme´triques
ou baroclines, et des transferts d’e´nergie complexes entre champs de vitesse et de flottaison, avec un
roˆle particulier joue´ par la vorticite´ potentielle. Dans un cadre non line´aire, graˆce a` des simulations
nume´riques directes, nous e´tudions les gammes parame´triques donnant lieu a` une croissance de l’e´nergie
cine´tique turbulente, et analysons les me´canismes de transfert et de production associe´s.
Abstract :
We consider flows in the baroclinic context, i.e. submitted to a combination of vertically sheared mean
velocity, of vertical stable stratification, and rotation. This situation is similar to that observed in
atmospheric flows. The three distorting mechanisms produce a wealth of dynamical exchanges, pa-
rameterized by non dimensional numbers such as the Richardson and the Rossby numbers, for some
values of which symmetrical or baroclinic instabilities can appear. The corresponding energy transfers
between velocity and buoyancy are complex, in which potential vorticity plays an important role. In a
non linear framework, with direct numerical simulations, we thus study the parametric ranges in which
a growth of turbulent kinetic energy is expected, and we analyze the associated transfer and production
mechanisms.
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1 Introduction
Le me´canisme barocline cre´e des structures turbulentes spe´cifiques via l’instabilite´ barocline, et con-
tribue de manie`re importante aux transferts d’e´nergie dans la dynamique des e´coulements ge´ophysiques.
Il est non seulement essentiel pour la pre´diction du mouvement atmosphe´rique a` grande e´chelle, mais
aussi pour e´valuer l’efficacite´ du me´lange aux e´chelles plus petites. Le phe´nome`ne barocline re´sulte
de la combinaison d’une rotation verticale de solide rigide avec un parame`tre de Coriolis f = 2Ω,
d’un cisaillement de vitesse moyenne S = ∂x2U1 et d’un gradient moyen vertical de densite´ stabil-
isant parame´tre´ par la fre´quence de Brunt-Va¨isa¨la¨ N . De nombreuses e´tudes combinent deux de ces
me´canismes, mais moins fre´quemment les trois ensemble, en raison d’une complexite´ accrue qui re-
quiert l’e´tude d’un espace parame´trique vaste, et ne´cessite de de´meˆler les dynamiques respectives
multie´chelles des modes d’e´nergies cine´tique et potentielle, et de la vorticite´ potentielle. Pour cette
raison, les ge´ophysiciens ont d’abord utilise´ une dynamique re´duite sous la forme de mode`les a` base des
e´quations quasi-ge´ostrophiques (Charney, 1947 ; Eady, 1949) [3, 5]. A` notre connaissance peu d’e´tudes
re´centes ont porte´ sur la simulation nume´rique de la turbulence barocline, en syste´matisant l’ouverture
de l’espace parame´trique.
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Figure 1 – (a) La configuration barocline. (b) Gradient de flottaison incline´ en raison de l’ajustement
ge´ostrophique : exemple de la stratosphe`re infe´rieure barocline dans laquelle la stratification est stable
(voir par exemple [2]).
Nous nous proposons ici d’e´tudier la turbulence homoge`ne barocline par des simulations nume´riques
directes (DNS), dans lesquelles l’e´coulement de base tournant verticalement est constitue´ d’un cisaille-
ment vertical de vitesse moyenne zonale, et d’un gradient stabilisant vertical de densite´, tous trois
uniformes (voir figure 1), ce qui correspond donc a` une situation locale dans un e´coulement atmo-
sphe´rique qui, a` plus grande e´chelle, peut pre´senter des inhomoge´ne´ite´s de ces valeurs moyennes. Dans
ce contexte, un gradient horizontal de densite´ est e´galement cre´e´ pour satisfaire les e´quations du vent
thermique. Le jeu minimal de nombres adimensionnels sont les nombres de Richardson Ri = N2/S2 et
de Rossby Ro = S/f – ce dernier pouvant eˆtre remplace´ par le parame`tre de baroclinicite´ εB = Sf/N
2
– qui combinent les parame`tres de rotation, cisaillement, stratification (f, S,N). Le parame`tre de baro-
clinicite´ repre´sente aussi le rapport entre les gradients horizontaux et verticaux de flottaison moyenne,
et correspond aussi ge´ome´triquement a` la pente des surfaces isodensite´ moyennes, ou isopycnes.
Les bornes d’instabilite´ pour des e´coulements stratifie´s cisaille´s ont e´te´ e´tudie´es dans de pre´ce´dents
travaux en fonction du nombre de Richardson de gradient Ri. Les analyses line´aires non visqueuses
fournissent la condition suffisante de stabilite´ Ri > 1/4 pour un profil de vitesse moyen avec point
d’inflexion [7, 6], ce qui correspond aux re´sultats expe´rimentaux [10]. L’analyse non line´aire par simu-
lation nume´rique directe pour un e´coulement stratifie´ cisaille´ sans point inflectionnel aboutit plutoˆt a`
une valeur du nombre de Richardson critique Ri > 0.17. Toutes ces e´tudes ne prennent cependant pas
en compte l’effet d’une rotation d’ensemble, qui augmente la complexite´ parame´trique du proble`me.
Nous e´tendons donc ces travaux en incluant la rotation, et pre´sentons dans la suite les limites d’insta-
bilite´ obtenues par les DNS en liaison avec les approches line´arise´es re´centes [12, 8], et nous identifions
les diffe´rentes re´gions du domaine (Ri, ε) dans lesquelles les me´canismes d’instabilite´ barocline ou in-
ertielle de cisaillement sont pre´ponde´rants. Pour cela, nous nous appuyons sur les e´quations de bilan
d’e´nergie.
2 E´quations du champ moyen et des fluctuations
Le champ moyen incompressible est de´fini par
U1 = Sx2, b = N
2x2 +
(
∂x3 b¯
)
x3, Ω = Ωe2, (1)
ou` U1 est la vitesse moyenne longitudinale, b la flottaison moyenne en pre´sence des gradients de densite´
moyenne selon x2 et x3, et la rotation aligne´e avec x2. Les e´quations d’Euler stationnaires imposent
la condition suivante afin de garantir l’homoge´ne´ite´ de l’e´coulement :
0 = fS − ∂x3 b¯. (2)
ce qui signifie que le champ moyen est homoge`ne uniquement si le gradient transverse de densite´ est non
nul tel que ∂x3b = fS. Il compense ainsi la cre´ation de vorticite´ longitudinale en l’absence de gradient
me´ridional (voir figure 2b). Cette condition d’admissibilite´ [11] est “l’ajustement ge´ostrophique”. Son
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pendant en l’absence de cisaillement a priori impose´ dans l’e´coulement est le “vent thermique” tel que
0 = f∂x2U1 − ∂x3 b¯,
de telle sorte que le gradient vertical de vitesse longitudinale ne peut eˆtre nul en pre´sence de gradient
transverse de densite´ et de rotation d’ensemble.
Une fois ce champ moyen e´tabli, les e´quations pour les perturbations de vitesse-flottaison (u,b) autour
de cet e´tat moyen sont
∂u∗
∂τ
+ u∗ · ∇u∗ + (x∗2e1) · ∇u∗ + u∗ · ∇ (x∗2e1) =
−∇p∗ + 1
ReL
∇2u∗ − 1
Ro
e2 × u∗ + Rib∗e2,
∂b∗
∂τ
+ u∗ · ∇b∗ + (x∗2e1) · ∇b∗ = − u∗ · (εBe3 + e2) +
1
PrReL
∇2b∗.
ou` les champs ont e´te´ adimensionne´s, indique´s par *, et le temps τ = St correspond au cisaillement
cumule´. Ces e´quations font apparaˆıtre quatre nombres sans dimension : le nombre de Rossby Ro = S/f ,
le nombre de Richardson de gradient Ri = N2/S2, le nombre de Prandtl Pr = ν/χ et le nombre de
Reynolds ReL = u0L/ν. Le rapport du nombre de rotation R = 1/Ro et du nombre de Richardson
fournit le parame`tre de baroclinicite´ εB = R/Ri . Dans certaines gammes de Ri et εB, les instabilite´s
symme´triques et baroclines peuvent se manifester.
Nous re´solvons ces e´quations par simulation nume´rique directe avec une me´thode pseudo-spectrale dans
laquelle le cisaillement est pris en compte par une me´thode Lagrangienne : le maillage est de´forme´ le
long des trajectoires moyennes cisaille´es, selon la technique propose´e par Rogallo [9]. Le de´saliasing
complet est re´alise´ comme de´crit par Delorme [4], et un remaillage pe´riodique est effectue´ [1]). Le code
est MPI-paralle`le, et utilise un sche´ma d’avancement temporel de type Runge-Kutta d’ordre 3, avec
une forme rotationnelle du terme nonline´aire. La description comple`te de la me´thode et sa validation
est faite dans [13].
3 E´quations de bilan d’e´nergie
Le bilan d’e´nergie cine´tique K est (e´quations non adimensionne´es a` pre´sent)
∂K
∂t
= P +Bv − εν , (3)
K = 1
2
uiui, P = −Su1u2, Bv = bu2, εν = ν
(
∂ui
∂xk
)2
. (4)
qui fait apparaˆıtre la production par le cisaillement, le couplage vitesse-flottaison, et la dissipation
mole´culaire. Le bilan d’e´nergie potentielle EP est
∂EP
∂t
= −Bv − εBBh − εP , (5)
Ep =
bb
2N2
, Bh = bu3, εP =
χ
N2
(
∂b
∂xk
)2
. (6)
qui fait apparaˆıtre le terme de couplage vitesse-flottaison symme´trique de celui qui est inclut dans
l’e´quation d’e´nergie cine´tique outre une corre´lation horizontale, et le terme de diffusion de scalaire.
Les e´quations (3) et (5) indiquent que l’e´nergie cine´tique est produite par le champ moyen au travers
de la corre´lation u1u2. Dans le cas d’une simple stratification stable, cette production est e´quilibre´e par
le flux vertical de flottaison Bv, qui est ne´gatif et convertit l’e´nergie cine´tique en e´nergie potentielle,
ajoute´ a` la dissipation visqueuse. En pre´sence de rotation et de cisaillement, le me´canisme est plus
3
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Figure 2 – (a) Sche´ma des flux d’e´nergie. (On note que, dans notre mode`le, Bh doit eˆtre relie´
a` l’e´coulement moyen pour assurer l’homoge´ne´ite´.) (b) Production de vorticite´ dans la direction
me´ridionale (haut) et dans la direction longitudinale (bas).
τ ↗ -
Figure 3 – E´volution dans le temps du taux de croissance instantane´ γ dans l’e´quation (7) dans le
plan (Ri , εB). Intervalle de temps entre deux figures : τ = 5, premie`re visualisation a` τ = 8.
complexe, puisque Bv ne demeure pas force´ment ne´gatif, en raison du de´salignement des surfaces de
pression et isopycnes, qui produisent un couple barocline. Dans ce cas, l’e´nergie potentielle est relaˆche´e,
et l’instabilite´ barocline est de´clenche´e, amenant ∂K/∂t > 0.
La figure 2 sche´matise les e´changes d’e´nergie qui peuvent se produire entre le champ moyen et le
champ fluctuant, et entre e´nergies cine´tique et potentielle. On y voit notamment que la production
d’e´nergie cine´tique fluctuante peut eˆtre soit directe, par le cisaillement et l’instabilite´ symme´trique,
soit indirecte, au travers de l’instabilite´ barocline, en passant par le mode d’e´nergie potentielle.
4 Taux de croissance line´aire et re´sultats des DNS
Le taux de croissance γ d’e´nergie cine´tique, tel que K ∼ (St)γ , est de´fini par
γ = (SK)−1∂K/∂t = (SK)−1(P +Bv − εν). (7)
L’analyse simplifie´e “sans pression” par [14] fournit l’estimation analytique
γ =
√
2
[
− (Ri +R2)+√(Ri −R2)2 + 4R2]1/2 , (8)
qui ame`ne au nombre de Richardson critique Ri c = 1. Les e´quations line´arise´es avec pression ne four-
nissent pas de re´sultat analytique, mais peuvent facilement eˆtre re´solues nume´riquement. L’e´volution
temporelle du taux de croissance correspondant est montre´ sur la figure 3. On observe que la zone
d’instabilite´ (zone supe´rieure, en rouge), initialement re´duite aux seules valeurs de Ri proches de de
ze´ro, croˆıt en temps jusqu’a` atteindre une distribution stationnaire proche de celle montre´e sur la
figure au dernier instant. A` ce dernier instant, la courbe de stabilite´ marginale ou courbe neutre (en
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Figure 4 – Zones de stabilite´ dans l’espace parame´trique (Ri ,εB). Les symboles pleins repre´sentent
les simulations stables, les symboles creux les simulations instables. Les symboles a` moitie´ pleins
repre´sentent les cas marginaux.
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Figure 5 – Evolution du rapport de flux barocline vertical sur la production par le cisaillement
Γ =
∫ T
0 Bv(τ)dτ/
∫ T
0 P (τ)dτ avec le nombre de Richardson pour diffe´rents parame`tres de baroclinicite´
εB.
blanc sur les figures), passe par le point Ri ≤ 0.15 pour εB ' 0, de´crit ensuite une gamme de valeurs
interme´diaires de 0.15 ≤ Ri ≤ 1 avec εB ' 0.25, pour rejoindre une limite Ri ≤ 1 a` εB = 0.5. Ces
valeurs sont compatibles avec les cas limites stratifie´-cisaille´ et les limites de l’analyse sans pression.
Les DNS correspondant a` ces valeurs des parame`tres adimensionnels sont re´alise´es en partant de
conditions initiales contenant des fluctuations ale´atoires. L’analyse du taux de croissance de l’e´nergie
cine´tique dans ces simulations fournit le diagramme de stabilite´ repre´sente´ sur la figure 4. On y observe
une zone d’instabilite´ et une zone de stabilite´ se´pare´es par une courbe neutre qui est tre`s proche de
celle observe´e sur la figure 3.
La figure 5 nous permet de comparer le terme de flux de flottaison vertical au terme de production par
le cisaillement, en fonction des parame`tres adimensionnels. On observe clairement que la production
par le cisaillement est dominante au plus grand nombre de Richardson conside´re´ lorsque le parame`tre
de baroclinicite´ est faible. Lorsque celui-ci augmente, un e´quilibre s’e´tablit aux environs de εB ' 0.4,
mais l’effet barocline devient pre´ponde´rant devant l’effet de cisaillement lorsque εB = 0.5, montrant la
dominance de l’instabilite´ barocline devant l’instabilite´ symme´trique dans ce contexte. La sensibilite´
du syste`me a` la valeur du parame`tre de baroclinicite´ est donc d’autant plus importante que le nombre
de Richardson est proche de l’unite´. On observe nume´riquement que la dissipation visqueuse joue tre`s
peu de roˆle dans le me´canisme ainsi de´crit (courbes non montre´es ici).
Enfin, la figure 6 montre la structure du champ de vorticite´ longitudinale pour deux cas choisis
spe´cifiquement : l’un dans une zone de stabilite´ parame´trique, l’autre dans un cas identifie´ parame´tri-
quement comme instable. On rappelle que les champs initiaux sont des champs ale´atoires identiques,
et l’on observe sur la figure que les structures obtenues apre`s un temps d’e´volution sont tre`s diffe´rentes,
malgre´ le fait que des fluctuations de vitesse-flottaison importantes demeurent dans les deux cas. Dans
le cas parame´trique stable, figure 6(b), les surfaces isopycnes sont bien identifiables, incline´es avec une
pente εB, et les structures de l’e´coulement s’organisent dans des couches oriente´es selon les isopycnes.
Dans le cas parame´trique instable, figure 6(a), de tre`s fortes fluctuations de vorticite´ sont pre´sentes, et
5
21e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Bordeaux, 26 au 30 aouˆt 2013
e
2
e
3 e
1
e
2
e
3 e
1
(a) (b)
Figure 6 – Distribution de vorticite´ longitudinale a` l’instant τ = 18 : (a) configuration instable a`
εB = 0.5, Ri = 0.4. (b) configuration stable a` εB = 0.2, Ri = 1. DNS 192× 288× 192. Reλ(0) = 33.
Sk/εν(0) = 8. Pr = 0.72. La fig. (a) montre les structures rotationnelles instables dues a` l’instabilite´
barocline, la fig. (b) montre la mise en couches de l’e´coulement due a` la configuration stable.
l’on ne distingue plus que tre`s grossie`rement un alignement le long des isopycnes sur cette visualisation
instantane´e ; cependant, en effectuant des moyennes temporelles sur un intervalle en temps, on peut
e´ventuellement retrouver la structure des isopycnes moyennes.
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